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Die Diagonal�ähe aus Keramikvon Rainer KaendersIm Sommer 1872 gelang es Adolf Weiler in Göttingen, ein Modell einer mathematish faszinierenden kubishenFlähe herzustellen, welher sein Lehrer Alfred Clebsh ein Jahr zuvor den Namen Diagonal�ähe gegeben hat-te. Dieses Modell und seine vielfältigen Reproduktionen, die in kaum einer Sammlung mathematisher Modellefehlen, haben seitdem Generationen von Mathematikern in ihren Bann gezogen.Anlässlih des 150. Geburtstages von Felix Klein wurde am 5. Juni 1999 im Rahmen des seit 20 Jahren all-jährlih statt�ndenden Felix-Klein-Kolloquiums an der Heinrih-Heine-Universität Düsseldorf eine Plastik derDiagonal�ähe von Clebsh (1,40 m breit und 2,50 m hoh) enthüllt.Die BildhauerInnen Claudia Carola Weber aus Kleve-Keeken und Ulrih Forster aus Troisdorf führten diesevon Gerd Fisher initiierte Skulptur aus. Als mathematisher Betreuer der Künstler und Zeuge des Entste-hungsprozesses möhte ih über dieses ungewöhnlihe Projekt berihten � niht ohne einige Erläuterungen zurMathematik der Diagional�ähe und zur Geshihte ihrer Modelle zu geben.Die 27 Geraden auf einer glatten Kubik1849, im Geburtsjahr Felix Kleins, bewiesen ArthurCayley und George Salmon [CS49℄, dass auf jederglatten kubishen Flähe im dreidimensionalen kom-plex projektiven Raum genau 27 komplexe Geradenliegen (siehe auh [Sal65, S. 183℄). Ihr Beweis istelementar und auh für uns heute sehr gut lesbar.Wenn man annimmt, dass es mindestens eine Gera-de auf der Flähe gibt, was zu beweisen niht allzushwer ist, dann kann man ihre Argumentation wiefolgt skizzieren: Jede Hyperebene, die die gegebeneGerade enthält, shneidet die kubishe Flähe in ei-ner Kurve, die aus dieser Geraden und einer Quadrikbesteht. Die Bedingung, dass die Quadrik in zwei Ge-raden zerfällt, entspriht dem Vershwinden einer De-terminante, deren Einträge von der einparametrigenShar der Ebenen um diese gegebene Gerade abhän-gen. Dies führt im glatten Fall auf eine Gleihung5. Grades mit fünf vershiedenen Lösungen. Damitgibt es durh jede Gerade auf der Flähe fünf Hy-perebenen, deren Shnitt mit der Flähe aus drei Ge-raden besteht � sogenannten dreifahen Tangential-ebenen oder Tritangentialebenen. Hält man nun ei-ne solhe Tritangentialebene fest, dann gibt es durhjede der drei auf ihr be�ndlihen Geraden noh wei-tere vier Tritangentialebenen. Damit haben wir also3 � 4 � 2 = 24 weitere Geraden. Zählen wir die ersten

drei Geraden hinzu, erhalten wir 27. Dies sind alleGeraden auf der glatten kubishen Flähe, denn jedezusätzlihe Gerade müsste unsere fest gewählte Tri-tangentialebene in einem Punkt shneiden, der aufeiner der drei Geraden liegt � shlieÿlih bilden dieseden vollständigen Durhshnitt mit der Flähe. Dievon einer der Geraden auf unserer Tritangentialebeneund dieser zusätzlihen Geraden aufgespannte Ebenemüsste dann zwangsläu�g eine der shon betrahte-ten 12 Tritangentialebenen sein, und damit gehörtediese zusätzlihe Gerade zu den bereits aufgezählten.Die Shlä�ishe DoppelsehsDiese Betrahtungsweise zeigt uns niht nur, dass es27 Geraden auf einer glatten kubishen Flähe gibt,sondern auh, wie diese sih shneiden (vgl. [Sh63℄und [Sal65, S. 187℄). Seien a1 und b1 zwei der 27 Ge-raden, die sih niht shneiden. Betrahten wir eineder fünf Tritangentialebenen durh a1, so gibt es aufihr eine Gerade, die b1 shneidet und eine, die diesniht tut. Dies zeigt, dass es fünf Geraden gibt, diea1 und b1 shneiden, dass es fünf Geraden gibt, dienur a1 und niht b1 shneiden, sowie fünf Geraden,die nur b1, niht aber a1 shneiden, und dass die ver-bleibenden zehn Geraden weder mit a1 noh mit b1einen Shnittpunkt haben.16 DMV-Mitteilungen 4/99



Die Diagonal�ähe aus KeramikSeien nun b2, b3, b4, b5, b6 die mit a1, aber nihtmit b1 inzidenten Geraden und a2, a3, a4, a5, a6 dieGeraden, welhe b1 aber niht a1 shneiden. Die bi(genauso die Geraden ai) sind untereinander paar-weise niht inzident, denn würden z. B. b2 und b3sih shneiden, wären a1, b2, b3 in einer Tritangen-tialebene, in der kein Platz mehr wäre für eine Ge-rade, die b1 shneidet. Zu einer der fünf mit a1, aberniht mit b1 inzidenten Geraden, sagen wir b2, gibtes genau eine Gerade unter den ai, die niht b2, aberalle Geraden b1, b3, b4, b5, b6 shneidet. Dies siehtman wie folgt: Sei 12 die dritte Gerade in der Ebenevon a1 und b2, welhe nah Konstruktion die Geradeb1 shneiden muss.
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Die gesuhte Gerade unter den ai ist die dritte Ge-rade in der von b1 und 12 aufgespannten Ebene.O.B.d.A. sei dies a2. Für die anderen bi argumentiertman genauso.Damit haben wir gezeigt, dass nah eventueller Um-nummerierung sih bei der Matrix� a1 a2 a3 a4 a5 a6b1 b2 b3 b4 b5 b6 �zwei der Geraden genau dann shneiden, wenn sieniht in derselben Reihe oder Spalte stehen. Es istdies die berühmte Notation der Shlä�ishen Dop-pelsehs, wie sie von Shlä�i in [Sh58, S. 116℄ einge-führt wurde (siehe etwa auh [HCV96℄). Sei ij füri 6= j die fehlende Gerade in der Tritangentialebenevon ai und bj bzw. von aj und bi (siehe obige De-�nition von 12). Es gibt �62� = 15 solher Geradenij , und zusammen mit der Doppelsehs haben wiruns alle 27 Geraden vor Augen geführt. Führt mandie obigen Betrahtungen weiter fort, sieht man oh-ne gröÿere Shwierigkeiten, dass die Shlä�ishe Dop-pelsehs die gesamte Shnittkon�guration bestimmt:Eine Gerade ij shneidet unter den Geraden ak; blgenau diejenigen mit Index i oder j, und zwei derGeraden kl shneiden einander genau dann, wennsie keinen gemeinsamen Index haben. Die gesamteShnittmatrix �ndet man z. B. in [Hen11, S. 24℄.

Shneiden sih drei auf der Flähe be�ndlihe Gera-den in einem einzigen Punkt, so nennt man dieseneinen Ekardtpunkt. Für eine glatte Flähe müssensolhe drei Geraden in der Tangentialebene an die-sem Ekardtpunkt liegen � einer Tritangentialebene,welhe auh Ekardtebene genannt wird.Clebshs Diagonal�äheDie Clebshe Diagonal�ähe ist nun eine reell pro-jektive (und damit natürlih auh komplex projekti-ve) kubishe Flähe, bei der alle 27 komplexen Gera-den sogar reell sind. Darüberhinaus ist sie die einzi-ge komplex projektive kubishe Flähe mit genau 10Ekardtpunkten (siehe [Hun96, 4.1.11℄).Um Alfred Clebshs Gleihungen der Diagonal�ähezu verstehen, müssen wir an einen Begri� erinnern,den man im Gegensatz zu dem obigen spektakulä-ren Resultat über kubishe Flähen, heutzutage nurnoh selten in Bühern über algebraishe Geometrie�ndet (eine Ausnahme ist [Hun96℄). Es ist dies derBegri� des Sylvestershen Pentaeders. James JosephSylvester1 behauptete 1851 in [Syl51℄, die folgendeAussage beweisen zu können: Für eine generishe ku-bishe Form F auf P3(C ) gibt es fünf Linearformen�1; : : : ; �5 und fünf komplexe Zahlen a1; : : : ; a5, sodass man F auf eindeutige Art und Weise shreibenkann alsF = a1�31 + a2�32 + a3�33 + a4�34 + a5�35 ;wobei �1 + �2 + �3 + �4 + �5 = 0:Dieser Satz erlaubt einige unmittelbare Einsihtenüber kubishe Flähen. Zum Beispiel sieht man leihtein, dass jedes Paar zweier identisher Koe�zientenak, al für k 6= l die Existenz eines Ekardtpunktes mitEkardtebene xk +xl = 0 bedingt. Es gibt höhstens�52� = 10 solher Paare.Nun liegt es nahe, diejenige Flähe zu betrahten, beider alle Koe�zienten übereinstimmen und auf der so-mit zehn Ekardtpunkte liegen müssen. Diese Flähe,gegeben durh die Gleihungen�31 + �32 + �33 + �34 + �35 = 0und �1 + �2 + �3 + �4 + �5 = 0;ist die berühmte, 1871 von Clebsh [Cle71, S.331℄ sode�nierte Diagonal�ähe.1 Auh Jaob Steiner hat dieses Resultat ohne Beweis fünf Jahre später verö�entliht (J. Reine Angew. Math., 53:133�141,1856). Sowohl Klein [Kle26, S.163 und S.126�℄ als auh Salmon [Sal65, S.173℄ bezweifeln die unabhängige Urhebershaft Steinersan diesem Satz. Der erste verö�entlihte Beweis des Satzes stammt von Clebsh, der sih in [Cle61℄ nur auf Steiners Artikel bezieht.Für neuere Beweise verweisen wir auf die Literaturangaben in [Hun96℄. Auh spätere Untersuhungen Shlä�is, Rodenbergs undKleins stützen sih wesentlih auf diesen Satz.DMV-Mitteilungen 4/99 17



Rainer KaendersWas ist diagonal an der Diagonal�ähe?Um die von Clebsh gegebene Begründung für die-sen Namen zu verstehen, sollte man sih den folgen-den elementaren Sahverhalt vor Augen führen. Fürein regelmäÿiges Tetraeder oder Vierseit (d. h. ein 3-Simplex) im R3 mit Mittelpunkt 0 2 R3 seien �1, �2,�3, �4 die äuÿeren Normalenvektoren auf den vier Sei-ten. Die Linearformen �i(v) := h�i; vi, i = 1; : : : ; 4erfüllen dann: �1 + �2 + �3 + �4 = 0. Die Diagonalendieses Vierseits sind de�niert als die drei Geraden,welhe jeweils durh die Mittelpunkte gegenüberlie-gender Kanten des Tetraeders verlaufen. Für Indizesi; j; k; l mit fi; j; k; lg = f1; 2; 3; 4g wird eine von ih-nen beshrieben durh�i + �j = �k + �l = 0:Die Analogie zum Sylvestershen Pentaeder derreellen Diagonal�ähe liegt auf der Hand. Seien�1; : : : ; �5 fünf Linearformen auf R4 , welhe dieSeiten (�i = 1) eines regelmäÿigen Pentaeders oderFünfseits (4-Simplex) im R4 beshreiben. Dann gilt(�1 + � � �+ �5 = 0. Für i 2 f1; : : : ; 5g und vier wei-tere Indies j; k; l;m mit fi; j; k; l;mg = f1; 2; 3; 4; 5g�nden wir auf der Ebene �i = 0 drei Geraden, welhesämtlih auf der Diagonal�ähe liegen:�j + �k = �l + �m = 0;�j + �l = �k + �m = 0;�j + �m = �k + �l = 0:In [Cle71, S.331℄ shreibt Clebsh:Die Diagonalen der Vierseite, welhe von der Flä-he eines Pentaeders je auf der fünften ausgeshnittenwerden, liegen auf einer Flähe 3ter Ordnung. Ih wer-de diese speielle Flähe deswegen die Diagonal�ähedes Pentaeders nennen.Man sieht unmittelbar, dass jede dieser Diagonalenzwei Ekardtpunkte miteinander verbindet, und dassalle durh Ekardtpunkte verlaufenden Geraden Dia-gonalen sind.Clebsh erklärt in [Cle71℄ auh, wie man die ande-ren 12 Geraden �ndet. Sei ! eine imaginäre fünfteEinheitswurzel. Dann be�nden sih o�ensihtlih diePunkte � = (1 : ! : !2 : !3 : !4) und �� = (1 : !4 :!3 : !2 : !) auf der Diagonal�ähe. Aber auh die

Verbindungsgerade �� + ��� für (� : �) 2 P1(C ) liegtdarauf! Eine reelle Gerade erhalten wir durhP1(R) ! P4(R)(t : s) 7! t(� + ��) + p�1 s(� � ��):Permutiert man nun die Einheitswurzeln in � (er-ster Eintrag bleibt normiert als 1), so �ndet man 12solher Geraden. Es ist niht shwer, sih davon zuüberzeugen, dass diese 12 Geraden eine Shlä�isheDoppelsehs bilden.Das Modell von Adolf WeilerVorbild für unsere Skulptur war das Modell derDiagonal�ähe von Adolf Weiler. Es muss erwähntwerden, dass es vor diesem Modell in Göttingenshon ein Modell der allgemeinen kubishen Flähegab, welhes von Christian Wiener angefertigt wur-de und weit über die Grenzen Göttingens hinaus be-kannt war.2 Klein berihtete über seine Bestrebun-gen zum Bau von mathematishen Modellen algebrai-sher Flähen [Kle22, S.3℄:Einen wesentlihen Impuls hatten meine hier in Be-traht kommenden Bestrebungen, daÿ ih P�ngsten1868, [: : : ℄ das später vielbesprohene (auh noh ganzunsymmetrishe, durh empirishe Konstruktion her-gestellte) Modell Christian Wieners einer Flähe drit-ter Ordnung mit 27 reellen Graden hatte kennen ler-nen.In Kenntnis dieses ersten Modells stellte dann AdolfWeiler sein Modell der Diagonal�ähe im Sommer1872 unter der Anleitung von Clebsh her. BevorKlein in seinem Artikel [Kle22, S. 30℄ detailliert dieShnittverhältnisse auf der Diagonal�ähe darlegt,shreibt er hierüber:Ein solhes Modell wurde von Herrn Weiler nah An-gaben von Clebsh ausgeführt [: : : ℄ und ih habe we-sentlih an diesem Modelle die im folgenden entwikel-ten Verhältnisse kennengelernt.Eine Gipskopie des Modells wurde dann Teil einerSerie von 27 Gipsmodellen kubisher Flähen: dersogenannten Rodenberg-Serie (vgl. [Kle22, S.4℄ und[Fis86℄).In dem Sitzungsberiht vom 3. August 1872 derKöniglihen Gesellshaft der Wissenshaften zu2 Sylvester shreibt hierüber bei einer Aufzählung der �most remarkable [: : : ℄ births of time for the urrent year� unter anderemin Pro. London Math. So., II:137�160, 1869 : �On seond thoughts I ought to tak on to this list of memorabilia, whih must forever make 1869 stand out in the Fasti of siene, Capt. Andrew Noble's mehanial invention for measuring up to the millionthpart of a seond the rate of motion of a shot inside a annon, and Dr. Christian Wieners wonderful realization in stereosopidrawings of the Salmon�Cayley 27 lines on a ubi surfae : : : �.18 DMV-Mitteilungen 4/99



Die Diagonal�ähe aus Keramik

Gipsmodell der Diagonal�ähe aus der Rodenberg-Serie; mü-hevoll hergestellte Kopie von Nikos Zikos, Restaurator an derMünhener Glyptothek (Abbildung aus [Fis86℄).Göttingen [CK72℄ berihten Clebsh und Kleinüber ihre Modelle kubisher Flähen. Dort lesenwir: �Hr. Clebsh legte zwei Modelle vor, welheHr. stud. Weiler hierselbst dargestellt hatte, und wel-he sih auf eine besondere Classe von Flähen dritterOrdnung beziehen.� Hierbei handelte es sih um einModell der Diagonal�ähe und eines, welhes nur ihre27 Geraden darstellte.Vor allem aber �nden wir eine Bauanleitung für Wei-lers Modell:Das Pentaeder war so gewählt, dass zunähst ein stei-les Tetraeder mit horizontaler Basis gebildet war, wel-hes durh eine Drehung von 120Æ um eine Vertial-ahse in sih selbst überging; die fünfte Ebene war dieBasis parallel gelegt, und gleihweit von der Spitze wievon der Basis entfernt.Gleihungen für die Seiten eines steilen Tetraederssind zum Beispiel:�1(x; y; z) = (�p63 x+ 13y + p23 z)� 1;�2(x; y; z) = (p63 x+ 13y + p23 z)� 1;�3(x; y; z) = ( 13y � 2p23 z)� 1;�4(x; y; z) = (3 + y):Die halbierende Ebene zwishen Basis und Spitze die-ses Tetraeders wird dann gegeben durh: �5(x; y; z) =�2y. Zusammen mit P5i=1 �3i = 0 ergibt sih eineGleihung, die tatsählih das berühmte Modell be-shreibt, wie man etwa leiht mit einem geeignetenComputerprogramm3 nahprüft.

Allgemein erfreuten sih mathematishe Modelle ge-gen Ende des letzten Jahrhunderts groÿer Beliebt-heit. Eine treibende Kraft bei dieser Entwiklungwar Felix Klein. Als Kommissar des preuÿishen Un-terrihtsministeriums begleitete er eine von seinemAssistenten Walther von Dyk vorbereitete Ausstel-lung �deutsher mathematisher Modelle� zur DMV-Ausstellung 1893 nah Münhen und shlieÿlih zurWeltausstellung 1893 nah Chiago. Mit im Gepäkhatte er natürlih auh das Modell der Diagonal�ä-he. Doh leider sheint diese Ausstellung ein ziem-liher Misserfolg gewesen zu sein. Sie bestand vor-wiegend aus in Shränken be�ndlihen Bühern, Dis-sertationen und Zeitshriften � dekoriert mit Iko-nen deutsher Mathematiker. Die vor den Toren derAusstellung statt�ndende Wildwest-Show von Bu�a-lo Bill war da wohl spannender [PR94, S. 304℄.Der Bau der SkulpturBei unserer Skulptur haben wir uns, anders als beimModell der Rodenberg-Serie, dafür entshieden, dieFlähe niht gleih unterhalb der Durhgänge abzu-shneiden, sondern sie bis zum Rand des sie begren-zenden Zylinders ausshwingen zu lassen. Die Fläheshneidet sih langsam von unten in den massivenVollzylinder hinein, der damit die einzige künstliheBegrenzung der Flähe darstellt.Das Modell besitzt drei emporragende Flügel. DieÖ�nungen zwishen diesen Flügeln erlauben denBlik auf die Flähe; insbesondere auf die drei Durh-gänge. Wenn man vor einer der drei Ö�nungen steht,sieht man direkt auf zwei Ekardtpunkte. Damit ha-ben wir also sehs Ekardtpunkte entdekt. Drei wei-tere Ekardtpunkte liegen im Unendlihen: man er-kennt leiht drei Gruppen dreier in einer Ebene gele-gener paralleler Geraden. Der noh fehlende Ekardt-punkt be�ndet sih oben auf dem Shnittpunkt derFlähe mit der zentralen Ahse. Dort hat die Flä-he einen sogenannten A�ensattel.4 Wie wir zuvorgesehen haben, verbindet jede Gerade durh einenEkardtpunkt diesen mit genau einem weiteren. Inihren Ausmaÿen übersteigt sie leiht die Dimensioneneines Menshen. Die Durhgänge und der A�ensattel,in deren Umgebung es für den Betrahter sehr viel zuentdeken gibt, be�nden sih in greifbarer Nähe.Ein Ziel beim Bau der Skulptur war es, die Diagonal-�ähe und ihre Geradenkon�guration im Rahmen dertehnishen Möglihkeiten genau und rihtig darzu-stellen. Dabei stand uns, im Gegensatz zu den Mathe-matikern des letzten Jahrhunderts, Computertehnik3 Wir haben alle Berehnungen mit dem frei erhältlihen Programm surf von Stephan Endrass (Universität Mainz), Hans Huelf,Ruediger Oertel und Kai Shneider durhgeführt.4 Wenn ein A�e sih darauf setzt, hat er niht nur Platz für seine Beine, sondern auh für seinen Shwanz (siehe [HCV96, S.169℄).DMV-Mitteilungen 4/99 19



Rainer Kaenderszur Verfügung. Es ging aber auh darum, eine gestal-terish ansprehende Plastik zu bauen. Z. B. habendie BildhauerInnen sih daher für eine rauhe Ober�ä-he entshieden, da dies ihrer Ansiht nah dem ver-wendeten keramishen Material viel mehr entsprihtals eine millimetergenaue glatte Ober�ähe.DurhführungMit dem Computer haben wir 100 horizontale Quer-shnitte durh ein Drittel der Diagonal�ähe undneun ihrer Tritangentialebenen berehnet, sodass derVerlauf der 27 Geraden durh die Shnittpunkte vonQuershnitten der Tritangentialebenen (auf der Ab-bildung auf Seite 20 als Geraden zu erkennen) undder Quershnittskurve der Flähe verfolgt werdenkonnte. Die 100 Quershnitte wurden dann auf einemA0-Plotter des Rehenzentrums ausgedrukt. Damitkonnte der Bau der Skulptur beginnen. Aus Termin-gründen mussten die Modellierarbeiten in Ton � ei-nem gegen Kälte und Frost emp�ndlihen Material �im Winter durhgeführt werden.

Quershnitt Nummer 49 durh ein Drittel der SkulpturZunähst bauten die BildhauerInnen ein Drittel derFigur massiv aus Tonplatten auf, wobei der Verlaufder Geraden festgehalten wurde. Von diesem Posi-tiv nahmen sie dann eine zweiteilige Gipsform. Dabei

Die noh ungebrannte Flähe im Herstellungsprozesswurde der Massivkern zerstört. Mit dieser zweiteili-gen Gipsformen shlieÿlih modellierten sie dreimalein zweiteiliges Drittel der Skulptur � jedes bis aufeine Innenkonstruktion hohl. Die sehs so enstande-nen, noh feuhten Teile der Diagonal�ähe wurdendann in der Werkstatt zusammenmontiert. So konnteder Troknungs- und Shrumpfungsprozess (10% inder Länge) möglihst shadlos in einem regelmäÿig zuüberwahenden Trokenshrank vonstatten gehen.Dieser Troknungsprozess dauerte ungefähr drei Mo-nate. Mit gröÿter Vorsiht wurden nun die sehs Teileder Skulptur wieder auseinandergenommen und in ei-nem Haubenofen der FirmaWolf, Ofenkaheln GmbHin Firmenih (Eifel) bei bis zu 1230 Grad Celsius eineWohe lang gebrannt.5Nahdem die enorme Haube des Ofens über der Ke-ramik wieder hohgezogen wurde, und die sehs Tei-le unversehrt geblieben waren, konnte innerhalb vonzwei Tagen die Skulptur mit Hilfe von Portalkran undFlashenzug auf den shon vorbereiteten Sokel mon-tiert werden.5 Dies war der letzte Brand am Standort Firmenih; danah wurde der für unser Projekt unentbehrlihe Haubenofen aufgegeben.20 DMV-Mitteilungen 4/99



Die Diagonal�ähe aus Keramik

Bei der Einweihung der Skulptur. V.l.n.r.: Ulrih Forster,Claudia Weber, Rektor Prof. Dr. Kaiser und Gerd Fisher.(Foto: Janine Illian, Pressestelle Universität Düsseldorf)Bei der Enthüllung fasste Ulrih Forster die Haltungder KünstlerInnen zu diesem Projekt sehr shön zu-sammen, indem er sinngemäÿ sagte:Für uns ging es bei dieser Arbeit niht um Bildhaue-rei. Vom skulpturalen Standpunkt aus gesehen gibtes zwar einige bildhauerishe Arbeiten, mit der mandiese Form vergleihen könnte. Ih denke hier etwa anArbeiten von Henry Moore oder Hans Arp. Für unsaber � gerade zu Beginn � hat der Bau dieser Skulp-tur in erster Linie eine anspruhsvolle handwerkliheHerausforderung dargestellt. Nihtsdestoweniger wur-de uns während der Arbeiten an der Plastik zuneh-mend klar, dass diese Form, als Skulptur, in einem ho-hen Maÿe stimmig ist. Und dies aufgrund ihrer mathe-matishen Struktur, welhe als solhe fasziniert. Fürmih stellt sih hier die Frage: Wenn es diese Formenausserhalb der Bildhauerei shon gibt, was kann mandem als Bildhauer entgegensetzen oder hinzufügen?Literatur[CS49℄ A. Cayley und G. Salmon. On the triple tangentplanes to a surfae of the third order. Cambridgeand Dublin Math. J., IV:118�132 und 252�260,1849.[CK72℄ A. Clebsh und F. Klein. Über Modelle vonFlähen dritter Ordnung. Nahrihten von derKönigl. Gesellshaft der Wissenshaften und derG. A. Universität zu Göttingen / Göttinger Nah-rihten, 20:402�404, 14. August 1872.

[Cle61℄ A. Clebsh. Ueber eine Transformation der homo-genen Funtionen dritter Ordnung mit vier Verän-derlihen. J. Reine Angew. Math., LVIII(2):109�126, 1861.[Cle71℄ A. Clebsh. Ueber die Anwendung der quadrati-shen Substitution auf die Gleihungen 5ten Gra-des und die geometrishe Theorie des ebenen Fünf-seits. Math. Ann., IV:284�345, 1871.[Fis86℄ G. Fisher. Mathematishe Modelle/MathematialModels. Vieweg, 1986. Modell- und Kommentar-band.[HCV96℄ D. Hilbert und S. Cohn-Vossen. Anshaulihe Geo-metrie. Springer-Verlag, New York, 1996. ZweiteAu�age.[Hen11℄ A. Henderson. The Twenty-Seven Lines upon theCubi Surfae. Number 13 in Cambridge Trats inMath. and math. Physis. Hafner Publishing Co.,New York, 1911.[Hun96℄ B. Hunt. The Geometry of some speial Arith-meti Quotients, volume 1637 of Leture Notes inMathematis. Springer-Verlag, Berlin HeidelbergNew York, 1996.[Kle22℄ F. Klein. Gesammelte mathematishe Abhandlun-gen, II. Verlag von Julius Springer, Berlin, 1922.[Kle26℄ F. Klein. Vorlesungen über die Entwiklung derMathematik im 19. Jahrhundert. Verlag von Juli-us Springer, Berlin, 1926.[PR94℄ D. E. Parshall und K. H. Rowe. The Emergeneof the Amerian Mathematial Researh Commu-nity, 1876-1900: J. J. Sylvester, Felix Klein, andE. H. Moore. History of Mathematis. AmerianMath. So. and London Math. So., 1994.[Sal65℄ G. Salmon. Analyti Geometry of three Dimensi-ons, volume II. Chelsea Publishing Company, NewYork, Reprint 1965.[Sh58℄ L. Shlä�i. An Attempt to Determine the Twenty-seven Lines upon a Surfae of the Third Order, andto Divide suh Surfaes into Speies in Referene tothe Reality of the Lines upon the Surfae. Quart.J. pure appl. math., 2:55�66 und 110�120, 1858.[Sh63℄ L. Shlä�i. On the Distribution of Surfaes of theThird Order into Speies, in referene to the ab-sene or presene of Singular Points, and the reali-ty of their Lines. Philos. Trans. Roy. So. London,153:193�241, 1863.[Syl51℄ J. J. Sylvester. Sketh of a memoir on elimination,transformation and anonial forms. Cambridgeand Dublin Math. J., VI:186�200, 1851.Adresse des AutorsDr. Rainer KaendersMathematishes InstitutHeinrih-Heine-Universität DüsseldorfUniversitätsstraÿe 140225 Düsseldorfkaenders�s.uni-duesseldorf.de
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