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GESUCHT: 4 SPEZIELLE ZAHLEN MIT 45 IN SUMME
— GRAPHISCHE DARSTELLUNGEN ALS
ERKENNTNISMITTEL

Inge Schwank

Universitat zu Koln

Abstract. Schiilerinnen und S chiiler sollen in ihrer Fabigkeit um mathematischen Problem-
losen gestdirkt werden. Dazu miissen thnen Zugdange u mathematischen Problemen geschaffen
werden. Bekannt sind die niitzlichen Himweise von Polya ur Problembearbeitung. Zeich-
nungen (fignres) spielen dabei eine wichtige Rolle. [unge Schiilerinnen und Schiiler, denen die
niitzliche Symbolsprache der Algebra noch nicht zur 1 erfiigung steht, konnten in besonderer
Weise vom Einsatz von Bildern, Skizzen, allgemein graphischen Darstellungen, profitieren,
da sie anhand dieser Reprisentationsformen komplexere mathematische Zusammenhdange
Gleichwob! durchdenken und sich erschiiefSen kdnnen. Dies wiirde eine besondere Fordernng
der Entwicklung ihres mathematischen Denkens bedenten. Solange die Auffassung verbreitet
ist, formale Mathematik sei die ,richtige’ Mathematik, besteht noch Aufklirungsbedarf.
Auch am Beispiel einer Problembearbeitung, entnommen einer Mathematik-Olympiade fiir
Drittklisslerinnen und Drittklissler mit ungureichendem Einsatz graphischer Darstellun-
gen, zeigt sich, dass noch weitere Anstrengungen unternommen werden miissen. Zur Ubung
— gerade auch fiir Erwachsene — und 1 erdndernng ihres Blicks kdnnen Beispiele, die in
nicht-mathematikdidaktischer Literatur u finden sind und bei denen anf erbellende graphi-
sche Darstellungen verzichtet wird, dienen. Die Beschdftionng mit dem Themenkomplex
reicht in der Mathematikdidaktik weit Juriick.

1 ROLLE VON BILDERN UND SKIZZEN BEIM
PROBLEMLOSEN

Liegt ein mathematisches Problem vor, ist die Frage, wie ein Zugang zu diesem
Problem gefunden werden kann. Es gilt, in das Problem einzutauchen, es zu
verstehen. In der von vielen aufgegriffenen Polya’schen Anleitung zur Bearbei-
tung mathematischer Probleme sind folgende vier Phasen vorgesehen (Pdlya,

1957, S. 5ff):

e  Understanding the problem
e Devising a plan

e  Carrying out a plan

e Looking back

Das Verstehen des Problems spielt die erste und entscheidende Rolle.

In L. Baumanns, N. Sturm & B. Rott (Hrsg.), Mit Abstand die beste Tagung. Tagungsband der
Herbsttagung des GDM-Arbeitskreises Problemlisen 2020 (S. x—y). Minster: WTM.
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Wie kann ein solches Verstehen unterstiitzt werden? Wie kann ein Zugang zu

einem Problem gefunden werden? In seltenen Fillen mogen ,,exceptionally

bright idea® / ,,lucky ideas* aufflammen:
Each of these phases has its importance. It may happen that a student hits upon an
exceptionally bright idea and jumping all preparations blurts out with the solution. Such
lucky ideas, of course, are most desirable, but something very undesirable and unfortu-
nate may result if the student leaves out any of the four phases without having a good
idea. The worst may happen if the student embarks upon computations or constructions
without having wnderstood the problem. (Pdlya, 1957, S. 6)

Ohne eine gute Idee, ohne ein Problemverstindnis ist keine erfolgreiche Pro-
blembearbeitung moglich. Es liegt auf der Hand, im Falle geometrischer Pro-
bleme mit Zeichnungen zu arbeiten.

If there is a figure connected with the problem he should draw a figure and point out on
it the unknown and the data. (Pdlya, 1957, S. 6)

Die Bedeutung von Zeichnungen reicht fir Pélya jedoch weit Giber geometri-
sche Anwendungsfille hinaus.

Figures are not only the object of geometric problems but also an important help for
all sorts of problems in which there is nothing geometric at the outset. (Pélya, 1957, S.
108)

Denken in unterschiedlichen Reprisentationsformen ist mit den Arbeiten von
Jerome Bruner (1964) weithin bekannt geworden. Zur Bedeutung von Darstel-
lungsarten fir arithmetisches Denken siche z. B. Hefendehl-Hebeker &

Schwank (2015). Noch wird das Denken in Bildern und anhand von Skizzen
im Vergleich zum Denken in Sprache zu oft als weniger intellektuell verkannt.

Fortschritte zeichnen sich ab. Mittlerweile finden sich etwa in der Rubrik
,,JKompetenz Modellieren* im Kontext von Sachaufgaben in Mathematikschul-
btichern ,,Bilder* und ,,Skizzen' schon ab der 1. Jahrgangsstufe explizit als Auf-
gabenbestandteile bzw. in nutzlichen Hinweisen (z. B. Betz et al., 2016, 2017a,
2017b, 2020). Diese beiden Bezeichnungen fur graphische Darstellungen sind
daher in der Uberschrift fiir diesen Abschnitt iibernommen worden. Zwei Bei-

spiele fur Aufgaben dieser Art sind:
Manchmal hilft ein Bild. Wie kannst Du rechnen?
Lisa hat 8 Bonbons. Ali hat 6. " ®®®ee® ee&e

Wie viele hat Lisa meht? LIS
(1. Jahrgangsstufe, Betz et al., 2016, S. 97; Bild selbst nachgezeichnet)

Zeichne Skizzen. Lose die Aufgaben.

Paul ist 1 m 38 cm grof3, Stefan ist 5 cm kleiner.

Ben ist 8 cm groBer als Paul. Tim ist 13 cm kleiner als Ben. Wie groB3 ist jeder?
(3. Jahrgangsstufe, Betz et al., 2017a, S. 60)
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AuBler von Bildern und Skizzen zu sprechen, werden auch einige andere Aus-
dricke / Konzepte fiir graphische Darstellungen verwendet, die hier aber nicht
eingehender betrachtet und verglichen werden sollen; darunter sind: iconic re-
presentation (Bruner, 1964, S. 2), concrete representations other than words;
mental picture / mental imagery (Hadamard, 1945, S. 71, siche hier u. a. auch
einen Verweis auf Eulers Logik-Unterricht einer schwedischen Prinzessin, S.
76), geometrische Visualisierung (Hefendehl-Hebeker, 2011, S. 89), informa-
tive Figur (Rott, 2018, S. 2), visuelle Vorstellung (van der Waerden, 1954, S.
166). Zu beachten ist, dass zwischen externen und internen Reprisentationen,
zwischen Darstellungen und Vorstellungen zu unterscheiden ist; deren Zusam-
menspiel ist noch wenig erforscht.

Die Fihigkeiten zur Visualisierung, zu graphischen Darstellungen kénnen beim
Probleml6sen eine fundamentale Rolle spielen und wesentlich zum Erfolg ei-
ner Problembearbeitung beitragen. Zumindest gehort dieser Fihigkeitskom-
plex zu den wichtigen, die einen ,,scholar of mathematics auszeichnen:

To be a scholar of mathematics you must be born with talent, insight, concentration,
taste, luck, drive and the ability to visualize and guess. (Halmos, 1984, S. 400)

In der Mathematikdidaktik wird daran gearbeitet, wie diese Fahigkeit noch bes-
ser entwickelt und entfaltet werden kann, auch fur Schiilerinnen und Schiiler,
denen die Beschiftigung mit Mathematik nicht leichtfallt. Zur ErschlieBung
von Problemlésungen anhand von graphischen Darstellungen werden im Fol-
genden einige Beispiele prasentiert.

2 SUMME 45 MITTELS VIER SPEZIELLER ZAHLEN

Die Informatikerin Katharina Zweig fithrt im Kontext ihrer Kldrung des Un-
terschieds von Algorithmus und Heuristik ein Beispiel fir ,,Herumprobieren®
an und bemerkt: ,,Nun, »Herumprobieren« ist kein Algorithmus — es ist eine
sogenannte Heuristik.“ (Zweig, 2019, S. 52).

Das Beispiel, das sie dazu betrachtet, lautet:

Welche vier Zahlen ergeben in der Summe 45 und gleichzeitig genau dieselbe Zahl, wenn
man zur ersten Zahl 2 addiert, von der zweiten 2 abzieht, die dritte durch 2 teilt und die
vierte mit 2 multipliziert? (Zweig, 2019, S. 51)

Im Anhang gibt sie noch eine Formalisierung zu dieser Problemstellung an:

Anmerkung 24: Wer es lieber formaler mag, hier bitteschén. Gesucht sind die Zahlen u,
v, x und y, so dass gilt u+2 = v-2 = x/2 = y*2 und ut+v+x+y = 45. (ebd,, S. 291)

Ihr Bearbeitungsvorschlag bedient sich rein sprachlicher Mittel:

Wie kommt man jetzt zur Losung? Durch ein paar kleine Uberlegungen kann man erste
Kandidaten eingrenzen und dann durchprobieren: Man stellt zuerst fest, dass der Un-
terschied zwischen den beiden ersten Zahlen 4 sein muss, da ja die Addition von 2 zur
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kleineren Zahl dieselbe Zahl ergeben muss wie das Abziehen von 2 von der gréferen.
Daraus folgt auch, dass entweder beide Zahlen gerade oder beide ungerade sein mussen.
Fir die anderen beiden Zahlen muss gelten, dass das Vierfache der kleineren Zahl die
groBBere ergibt — da das Zweifache der vierten Zahl dieselbe Zahl wie die Hilfte der
dritten Zahl ist. Das Vierfache einer Zahl ist immer gerade — damit die Summe aller vier
Zahlen ungerade sein kann, muss also die vierte Zahl notwendigerweise ungerade sein.
Sie kénnte also 1, 3, 5, 7, ... sein, die anderen Zahlen ergeben sich zwangslaufig, wenn
diese Zahl gesetzt ist. Wenn die vierte Zahl 1 ist, dann ist die dritte Zahl 4, die erste und
zweite sind 0 und 4. Damit ist aber die Summe 9. Durch solches Herumprobieren
finden wir heraus, dass die vierte Zahl 5 sein muss: Dann ist die dritte Zahl 20, die erste
8, und die zweite ist 12, in der Summe also 45. (ebd., S. 50-51)

Obwohl Katharina Zweig selbst gerne zeichnet und ithr Buch mit zahlreichen
eigenen Zeichnungen wie auch solchen, die gemeinsam mit Sandra Schulze ent-
standen sind (Zweig, 2019, S. 319), angereichert hat, verzichtet sie bei dieser
Problemstellung auf eine erhellende Zeichnung. Weder ihre Problemstellung
noch ihr Bearbeitungsvorschlag sind — wie Erfahrungen in Lehrveranstaltun-
gen im Lehramt Mathematik belegen — fuir viele einfach zu verstehen und nach-
zuvollziehen.

Versuchen wir, in die Zahlenverhiltnisse einzutauchen. Mit allen vier gesuch-
ten Zahlen wird dasselbe Ergebnis erzielt (die 1 ergleichszahl Z), wenn mit jeder
von ihnen eine bestimmte Rechenoperation durchgeftihrt wird. Aus den Anga-
ben zu den Verhaltnissen zwischen den vier gesuchten Zahlen folgt: Die ersten
beiden Zahlen sind dhnlich grof3 (einmal wird 2 addiert, einmal wird 2 abgezo-
gen), die dritte Zahl ist vergleichsweise besonders grof3 (sie wird durch zwei
geteilt), die vierte Zahl ist vergleichsweise besonders klein (sie wird mit zwei
multipliziert). Um auf 45 zu kommen, muss als Schitzwert jede der vier Zahlen
im Schnitt ca. 10 beitragen. Bei der vierten Zahl mit 1 zu beginnen, ergibt kei-
nen Sinn, da dann offenkundig in der Summe nicht gentigend weit vorange-
kommen werden kann. Herumprobieren als gute Heuristik bedeutet nicht
wahlloses Probieren oder gar alle Fille (soweit moglich) zu betrachten, sondern
vielmehr gielfiihrendes Probieren. Daftir muss aber ein Ziel ausgemacht sein und
wihrend des Probierens eine Orientierung an diesem Ziel eingehalten werden.
Man koénnte hier auch vom gezielten Ausleuchten des untersuchten Sachver-
haltes sprechen.

Die Erreichbarkeit von 45 ldsst sich am Zahlenstrahl darstellen (Abb. 1); tat-
sachlich gibt es viele Moglichkeiten, 45 mittels vier Summanden zu erreichen.
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||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45

Abbildung 1: Eine Moglichkeit der Erreichbarkeit von 45 mit vier Summan-
den, dargestellt durch vier Pfeile am Zahlenstrahl von 0 bis 45.
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Wie konnen die zwischen den vier Summanden vorliegenden Verhiltnisse gra-
phisch eingefangen werdenr? Eine Méglichkeit zeigt Abbildung 2a. Markant ist
die VVergleichszahl Z, zu der alle vier Summanden in vorgegebener Weise um-
formbar sind. Diese sei mit einer senkrechten Linie dargestellt, die gesuchten
Summanden als graue Rechtecke. Beziiglich der Z,-Linie ist die erste Zahl Z,
um zwei kleiner, die zweite Zahl Z, um zwei grof3er, dies zeigen jeweils zwel
blaue Kreise an, links der Zy-Linie zu Zi, rechts der Z,-Linie zu Z,. Es fallt
sofort auf, dass statt mit Z; und Z, auch zweimal mit Z, gerechnet werden
konnte. Weiter ergibt sich die Vergleichszahl Z, als die Hilfte der dritten Zahl
Z3und als das Doppelte der vierten Zahl Z4, dies ist jeweils durch einen blauen
Streifen dargestellt, rechts der Z,-Linie fiir Z3, links der Z-Linie fir Z,.
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Abbildung 2a: Die gesuchten vier Summanden sind graphisch in Bezug ge-
setzt zu der VVergleichszah! namens Z,: vertikale Linie. Sie reprasentiert das
gleichlautende Ergebnis bei den durch die Aufgabenstellung festgezurrten
spezifischen Relationen der vier Summanden zu eben dieser Vergleichszahl.
Die Beschriftungen sind hilfreich, aber fiir die Problembearbeitung nicht
zwingend notwendig, wenn man selbst weil3, welche der Zahlen an welcher
Stelle jeweils gemeint ist.

Wihlt man als erste Naherung fir die Vergleichszahl Z, 10 (liegt in der richti-
gen GrofBenordnung und mit 10 lasst sich bequem rechnen), so sieht man so-
fort die Bestandteile: 20 aus den ersten beiden Zeilen, nochmal 20 aus der drit-
ten Zeile und 5 aus der vierten Zeile, in Summe 45. Die Zahlen im Beispiel
erweisen sich als nett gewihlt, sprich es fallt kein grof3er rechnerischer Aufwand
an, Nachjustieren ist nicht notwendig. Mittels der Graphik ergibt sich Z; zu 8,
Zs 2012, Z5 zu 20 und Z4 zu 5. In der Uberpriifung ergibt sich tatsichlich die
gewunschte Summe: 8+12+20+5=45.

Aspekte wie Abstand um vier, Vierfaches oder gerade / ungerade kénnen in
die Uberlegungen miteinflieBen. Notwendig fiir eine erfolgreiche Problembe-
arbeitung sind sie nicht, aber sie sind willkommen fiir den inhaltslastigen, aus-
giebigen Diskurs in der jeweiligen Klassengemeinschaft.

Die angegebene graphische Darstellung (Abb. 2a) ist gleichermal3en schlicht
wie erhellend, so dass ihr im Vergleich zur zitierten rein sprachlichen Darstel-
lung der Vorzug gegeben werden kann.
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Ohne Niherungs- bzw. Uberschlagsrechnungen geht es auch. 45 kann gedacht
werden als fiinfundvierzig gleich groB3e Einzelteile, z. B. blaue Plittchen. Es gilt
zu ergriinden, aus wie vielen dieser Plittchen sich die vier Summanden zusam-
mensetzen. Wenn man mag, kann man die Summanden zu einem Zahlenstrei-
fen von 0 bis 45 zusammensetzen (Abb. 2b). Leicht ablesbar ist, dass Z, 4,5mal
in 45 bzw. die Halfte von Z, 9mal in 45 enthalten ist und in Folge gilt Z, = 10.
0 45

Zy Z, zZ, Z, 2 Z,
LX)
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Abbildung 2b: Schlussfolgerungen aus den Angaben zu den vier Summanden,
die in bestimmten Zusammenhingen zu einer Vergleichszahl Z, stehen und
in Summe 45 ergeben. Es ergeben sich 10 blaue Plittchen fiir Z, bzw. 5 fur 2
/v, da Z, 4 V2-mal in 45 bzw. Y2 Z, 9-mal in 45 enthalten ist.

Naturlich konnte z. B. Abbildung 2a noch um weitere Beschriftungen erginzt,
eine Gleichung aufgestellt und diese aufgelost werden (Abb. 3). Das wire aber
(nur) eine zusatzliche Formalisierungsiibung und nicht notwendig, um den Ge-
samtzusammenhang gedanklich zu erfassen.

ZV
Zy=7; +2 71 | ®®
v 5= (Zy-)+(Zy+2)+22,+1/27Z,
Z,=Z7)-2 Z) | [ X ) 45=47,+127Z,
Zy=1/273 73 | ] 0 =8Zy+17Z,
10=17,
Zy =274 Zy[ T —

Abbildung 3: Graphische Darstellung des Zahlen-Sachverhaltes zur festgeleg-
ten Summe 45 mit der Charakteristik ihrer vier Summanden erginzt um eine
mogliche formal-symbolische Bearbeitung.

3 ZUSCHAUER-PROBLEM

Exemplarisch soll der Einsatz von graphischen Darstellungen bei der Bearbei-
tung eines herausfordernden Problems durch 172 Drittklasslerinnen und Dritt-
klassler (86 Madchen, 86 Jungen) vorgestellt werden. Zu ermitteln ist eine be-
stimmte Zuschauer-Verteilung:

Im Zirkus Knobelix sitzen 224 Zuschauer. Es sind 38 Erwachsene mehr als Jungen und
6 Jungen mehr als Mddchen.

Wie viele Midchen, Jungen und Erwachsene sitzen auf den Zuschauerbinken?
(Schwank, 2018, S. 72)

Von diesen 172 Kindern haben 23 Kinder, 5 Madchen und 18 Jungen, das
Problem erfolgreich bearbeitet. Diese Kinder nutzen dabei durchweg die
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formal-symbolische Reprisentationsform und ndhern sich den Zielzahlen
durch letztlich geschickte Berechnungen. Ein Beispiel zeigt Abbildung 4.

Mddchen: ; =S v S
Jungen: O o T
Erwachsene: ) Y
Zum Rechnen:
\\ f

Abbildung 4: Zur Problemstellung werden die Ergebnisse 58 Midchen, 64
Jungen und 102 Erwachsene ermittelt. Interessant ist z.B. das mehrfache
Durchstreichen der Angabe 100 bei den Midchen (zugrundeliegende Ubetle-
gung mag sein: 100 als Startwert bei den Madchen kann nicht gut gehen, da-

mit wirden sich bereits iber 300 Zuschauer ergeben). Die Bedingungen sind
tatsachlich erfullt: 58+6=64, 64+38=102, 58+64+102=224.

Die geringe Anzahl an erfolgreichen Bearbeitungen gibt Anlass zum Nachden-
ken. Insgesamt sind nur zehn graphische Darstellungen zu verzeichnen. In die-
sen finden sich die zu bedenkenden arithmetischen Zusammenhange auch vom
Ansatz her nicht wieder, eine Problemlosung ist hiermit nicht méglich.

Abbildung 5 zeigt verschiedene Versuche an Darstellungen, in denen Zu-
schauer — ohne zwischen Madchen, Jungen und Erwachsenen zu unterscheiden
— als kleine Kreise, Striche oder Strichminnchen gezeichnet sind sowie eine
Kastchenanordnung (diese ist vom Kind leider wieder ausradiert worden, so
dass von seinen Uberlegungen nur noch wenig zu erkennen ist). Nur in den
unteren beiden Fallen von Abbildung 6 liegt die Gesamtzuschauer-Zahl in ei-
ner passenden GroB3enordnung.

In Abbildung 6 konnte man in den beiden oberen Darstellungen ein Zirkuszelt,
in der rechten auch eine Zirkusarena erkennen, Personen kommen nicht vor.
In den nichsten beiden Darstellungen sieht man eine Zirkusarena mit einer
Vielzahl an Zuschauern, zwischen Madchen, Jungen und Erwachsenen ist da-
bei nicht unterschieden; in der rechten ist zusitzlich noch eine Auffithrung mit
zwel Seehunden zu sehen. Hier hat sich das Kind nicht nur sehr viel Mithe mit
seiner Darstellung gegeben, sondern seine Zuschauerzahl auch nochmal kon-
trolliert: 16 oder 17 (ein Fall des Durchstreichens ist unklar) sind wieder
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durchgestrichen worden, so dass letztlich tatsiachlich 224 bzw. 223 Zuschauer
anwesend sind.
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Abbildung 5: Graphische Darstellungen von Kindern zum Zuschauer-Prob-
lem. Der Kontrast der Bleistiftzeichnungen wurde zur Verdeutlichung ange-
passt.
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Abbildung 6: Weitere graphische Darstellungen von Kindern zum Zuschauer-
Problem. Bei den beiden oberen Darstellungen wurde zur Verdeutlichung der
Kontrast angepasst. Zu den beiden mittleren Darstellungen sind zusatzlich
eingefirbte Varianten angegeben, um die Anzahl der Zuschauer besser ermit-
teln zu konnen.

Die Folge der Abbildungen 7a bis 7g ist eine Beispiel-Illustration dafiir, wie die
im Zuschauer-Problem formulierten arithmetischen Zusammenhinge gra-
phisch erfasst werden kénnen und sich daraus eine Probleml6sung ergibt.
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Es stellt sich heraus, dass die Anzahl der Madchen dreimal in 224-(6+6+38)
enthalten ist.

0 224

Abbildung 7a: Fur die Gesamtzahl 224 der Zuschauer wird ein Zahlenstreifen
von 0 bis 224 verwendet.

0 224

Abbildung 7b: Grundstruktur der Zuschauerverteilung. Die Anzahl der Mad-
chen, Jungen, Erwachsenen ist unterschiedlich.

0| Feee F oo »Hv# 'Hvﬁ\ 224

Abbildung 7c: Die Madchen sind die wenigsten, die Erwachsenen die meis-
ten, die Anzahl der Jungen liegt dazwischen.

0| Heeedh Freee 46 T? /Hv*\ 224

Abbildung 7d: Die Anzahl der Jungen lasst sich unter Ruckgriff auf die An-
zahl der Madchen ausdriicken: Es sind 6 Jungen mehr als Madchen.

0| Weeoe Wooo W +6 'ﬁ*-'i* + 38 224

Abbildung 7e: Die Anzahl der Erwachsenen lisst sich unter Riickgriff auf die
Anzahl der Jungen ausdriicken: Es sind 38 Erwachsene mehr als Jungen.

0| Feee Feee® +6 Foeeed +6 +38 224

Abbildung 7f: Die Anzahl der Erwachsenen lisst sich unter Riickgriff auf die
Anzahl der Madchen ausdriicken. Es sind 6 Jungen mehr als Madchen.

0 ’é*ooo’é“ ’#ooo’é\ ’I..I\...’I..I\ +6 +6 +38 224

Abbildung 7g: Eine Umsortierung zeigt, dass sich die Zuschauerzahl ergibt
aus dreimal der Anzahl der Madchen zuztglich +6 +6 +38.

Aus dieser Abfolge an Ersetzungen und der abschlieBenden Umsortierung lasst
sich erkennen, dass zur Bestimmung der Anzahl der Madchen gerechnet wer-
den kann: (224 — (6+6+38)) / 3. Die Anzahl der Midchen ist damit 58, die der
Jungen 58+6=64, die der Erwachsenen 64+38=102. Die Uberpriifung
58+064+102=224 zeigt, dass die ermittelten Anzahlen passen.
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Im ersten Abschnitt wurde auf die Entwicklung in Grundschul-Mathematik-
Lehrwerken hinsichtlich des Umgangs mit Bildern und Skizzen hingewiesen.
Kinder sind noch mehr dazu anzuregen und darin zu unterstiitzen, mit graphi-
schen Darstellungen beim Problemlosen zu arbeiten und zwar mit gut struktu-
rierfen graphischen Darstellungen anhand derer mathematische Zusammen-
hinge ersichtlich und weiter durchdacht werden kénnen.

4 PROPADEUTIK DER ALGEBRA

Im Sinne von Hefendehl-Hebeker (2001) wird mit der graphischen Behandlung
des Zuschauer-Problems eine Propadeutik der Algebra betrieben. Die graphi-
sche Darstellung der arithmetischen Zusammenhinge in ihrer operativen
Struktur lasst sich auf Worter Gibertragen und diese auf Buchstaben, die dann
als Bezeichnungen fir Variablen verwendet werden kénnen und in die mathe-

matische formale Schrift eingehen (Abb. 8).

0| | 224

0 | adchen | Jungen ‘ Erwachsene ‘ 224

0 | adchen | Jungen: Madchen + 6 ’ Erwachsene: Jungen + 38 ‘ 224

0 | Madchen | Jungen: Méadchen + 6 I Erwachsene: Madchen + 6 + 38 l 224

0 | adchen | Viadchen ‘ adchen | +6+6+38 ‘ 224
+J+E =224

+ (M+6) + (J+38) = 224
+ (M+6) + ((M+6)+38) = 224
+ M + M (+6 +6 +38) = 224
3 M +50 =224, 3 M = 174, M = 58

Abbildung 8: Die Auseinandersetzung mit dem Zuschauer-Problem anhand
graphischer Darstellungen kann eine hilfreiche Unterstiitzung bei der Anbah-
nung algebraischen Denkens sein. Die formal-symbolischen Gleichungen sind
sehr kompakt, mit ihnen liegt in eleganter Weise der zu behandelnde Inhalt
komprimiert vor. Buchstaben ohne zu wissen, wofiir sie stehen, sind wertlos.

Vielfach ist bekannt, dass das Autokennzeichen K in Deutschland fir die Stadt
Koln steht. Das Zeichen K zu benutzen, erweist sich als recht praktisch. Ohne
seine Bedeutung, die Kenntnisse seines kontextuellen Gebrauchs bleibt es be-
deutungslos. Bei lingeren Stidtenamen wie Wuppertal (W) werden Gewinn
(kognitive Entlastung einerseits) wie Ungemach (kognitive Belastung anderer-
seits, W vielleicht doch fur Wiesbaden?) noch deutlicher. Sich im Primarbereich
um die Propadeutik der Algebra zu kiimmern, ist jedenfalls ein lohnenswertes
Anliegen. Kinder Bilder und Skizzen zu Problemstellungen entwerfen zu las-
sen, ist nicht nur in den Problembearbeitungs-Situationen selbst ntitzlich,

11



Schwantk

sondern auch wichtig, um ein Fundament zu legen fur spitere Problembear-
beitungen, in denen deutlich mehr mathematischer Formalismus zum Tragen
kommt, und zwar — mit den Worten von Hefendehl-Hebeker (2011, S. 89): die
Symbolsprache der Algebra.

Sie diskutiert u.a. folgendes Problem:

Addiert man zu der Summe zweier natiirlicher Zahlen ihre Differenz, so erhilt man das
Doppelte der grofleren Zahl. Subtrahiert man die Differenz von der Summe, so erhilt
man das Doppelte der kleineren Zahl. (ebd., 2011, S. 88-89)

Dieses Problem ist nur interessant fur den Fall, dass die beiden Zahlen untet-
schiedlich grof3 sind. Ansonsten wire die Differenz null und in Folge entspricht
die Summe der beiden Zahlen zuztglich ihrer Differenz dem Doppelten jeder
der beiden im Rechenprozess verwendeten Zahlen, analog entspricht in Folge
die Summe der beiden Zahlen minus ihre Differenz dem Doppelten jeder der
beiden im Rechenprozess verwendeten Zahlen.

Fir Hefendehl-Hebeker (2001, S. 89) war seinerzeit wichtig, die Bedeutung des
reprasentativen Beispiels hervorzuheben. Sie gibt eine ,,Geometrische Visuali-
sierung fur den Fall der beiden Zahlen 8 und 3 an. Wir nutzen hier zur Erfas-
sung der Zusammenhinge wieder eine graphische Darstellung mit Rechtecken,

die keine spezifische GroBe der beiden zu betrachtenden Zahlen beinhalten
(Abb. 9).

Zweil Zahlen

Die kleinere der beiden Zahlen ist in der
grofieren enthalten; die gréRere der
beiden Zahlen setzt sich aus der kleineren
Zahl und der Differenz der (dem Abstand
zwischen den) beiden Zahlen zusammen

Summe der beiden Zahlen

Subtraktion der Differenz von der Summe
Ergebnis: Doppeltes der kleineren Zahl

Addition der Differenz zur Summe
Ergebnis: Doppeltes der groReren Zahl

il

Abbildung 9: Von der Summe zweier Zahlen wird deren Differenz zum einen
subtrahiert (weggenommen), zum anderen addiert (hinzugefiigt). Im Ergebnis
erhilt man das Doppelte der kleineren bzw. der grof3eren Zahl.

Durch die Visualisierung wird unmittelbar ersichtlich, warum Doppelte der
Ausgangszahlen entstehen: Wird die Differenz weggenommen, bleibt von der
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grof3eren Zahl nur noch der Anteil der glezneren Zahl tGbrig, wird die Differenz
dazufiigt, wird die Summe der beiden Zahlen um den Anteil erginzt, der die
kleinere Zahl zur grifferen macht.

5 KONKRETE ALLGEMEINHEIT

Konkrete Allgemeinheit kommt einem Konstrukt wie der mathematischen
Formel zu, das ,,das Besondere aller Arten in sich aufnimmt und es nach einer
Regel entwickelt.” (Cassirer, 1910, S. 26). Zur Verdeutlichung greift Cassirer
ein Beispiel auf, das er Drobisch (1887, S. 22) entnommen hat. Es sind:

zwel ganze Zahlen zu finden, deren Summe gleich 25, und von denen die eine durch 2,
die andere durch 3 teilbar sei, ... (Cassirer, 1910, S. 26)

Der vorgeschlagene Losungsansatz besteht darin,

dal3 sie [die Algebra] die zweite [Zahl] durch die Form 6z+3 ausdriickt, wo z nur die
Werte 0, 1, 2, 3 haben kann, und woraus von selbst fir die erste die Form 22 — 6z folgt,

... (ebd.)

Auf eine Herleitung der beiden Formen und die Angabe der vier méglichen
Losungspaare verzichten Cassirer und Drobisch. Die Losungsméglichkeiten
sind in Tabelle 1 berechnet.

1. Zahl 2. Zahl

‘ x,= 22— 6z x,= 6z +3  Oumme
0 2-60=22  6G0+3= 3 25
1 2-61=16  6G1+3= 9 25
2 2-62=10  62+3=15 25
3 2-63= 4  63+3=21 25

Tabelle 1: Gesucht sind zwei Zahlen xi, x», die in Summe 25 ergeben, wobei
die erste Zahl durch 2, die zweite Zahl durch 3 teilbar ist.

Abbildung 10 zeigt, wie sich mittels einer flichigen Struktur die algebraisch-
arithmetischen Zusammenhinge darstellen und daraus die Losungsmaoglichkei-
ten ableiten lassen. 25 lédsst sich als 25 kleine Quadrate angeordnet zu einem
5-5 Quadrat darstellen, dieses wird soweit als moglich mit einer (rechteckigen)
2+3 Struktur versehen. Die grau hinterlegte 3er-Anordnung ist nicht zu einer
6er-Anordnung zu vervollstindigen, da ein einzelnes kleines Quadrat tibrigblei-
ben wiirde, mit dem keine 2er-Erginzung zu 25 méglich wire; mit der verblei-
benden 4er-Anordnung ist eine 2er-Ergianzung moglich. Damit steht fest, dass
sich die 25er-Fliche zusammensetzen lasst aus 4 plus 3 kleinen Quadraten
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sowie einer Anzahl von zu Rechtecken zusammengefassten kleinen Quadraten,
die entweder als 2:3 oder 32 gelesen werden konnen.

4+02+36+3= 4+21
4+32+26+3=10+15
4+062+16+3=16+ 9
4+92+06+3=22+ 3

Abbildung 10: Die Méglichkeiten der Zusammensetzung der Summe 25 mit-
tels einer durch 2 teilbaren Zahl und einer durch 3 teilbaren Zahl lassen sich
anhand einer geeignet strukturierten Fliche ermitteln.

Am Zahlenstrahl (Abb. 11) kénnen die gesuchten Zahlenpaare anhand von
Treffpunkten sichtbar werden, diese sind die ungeraden Vielfache von 3, die
von 0 aus in 3er-Schritten und von 25 aus in 2er-Schritten erreichbar sind.
0 3 6 9 12 15 18 21 24 25
~r=r—-r-r-r-r-r-er-rrer-rerrTrTT T : : | :

\4
A

8-2

»&
<

1.2
Abbildung 11: Zahlenstrahl mit Start 0, Ende 25 und eingetragener 3er-Reihe.
Gepunktet sind am Zahlenstrahl die Linien zu denjenigen Vielfachen von 3,
die von 25 aus in 2er-Schritten erreichbar sind.

n 25 = (2n+1):3 + 25-(2n+1)-3
0 25 = 1.3 + 25—-1:3
= 1-3 4+ 11-2
1 25 = 3:3 + 25-3-3
= 3:3 + 8-2
2 25 = 53 + 25-5-3
= 53 4+ 52
3 25 = 73 + 25-7-3
= 73 + 2-2

Tabelle 2: M6gliche Kombinationen an Vielfachen von 3 und 2, um 25 addi-
tiv zu erreichen.
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Tabelle 2 zeigt eine zu den Uberlegungen am Zahlenstrahl passende Berech-
nung. Die Summe 25 ergibt sich aus dem linken und rechten Abschnitt beim
jeweiligen Tretfpunkt, einem ungeraden Vielfachen von 3 zwischen 0 und 25.
Die Zahlen dieser Treffpunkte mussen ungerade sein, da diese sonst von der
ungeraden Zahl 25 aus nicht in 2er-Schritten erreichbar wiren.

Warum Drobisch den Term 6z+3 ansetzt, bleibt aufgrund fehlender weiterer
Ausfithrungen unklar. Von Bedeutung ist, dass die von Cassiter / Drobisch
fokussierte konkrete Allgemeinheit auch passenden graphischen Darstellungen
zukommt, wodurch diese so niitzlich werden. Die Symbolsprache der Algebra
wird erst nach der Grundschulzeit eingefiihrt. Anhand graphischer Darstellun-
gen kann gleichwohl in jungen Jahren mathematisches Denken entwickelt und
gefordert werden, das sich mit regelhaften (algebraisch-arithmetischen) Zusam-
menhingen befasst. Dazu aber musste die Verwendung graphischer Darstel-
lungen im Mathematikunterricht der Grundschule noch umfassender und sys-
tematischer betrieben werden. Graphische Darstellungen sind weder Selbst-
zweck noch Sackgassen, sondern — und dazu trigt die Einsicht in das Phino-
men der konkreten Allgemeinheit bei — wirkungsvolle Mittel, um Kinder in der
Entwicklung ithrer mathematischen Fahigkeiten, darunter ganz prominent das
Problemldsen, erfolgreich zu unterstiitzen.

6. SCHLUSSBETRACHTUNG

Dem Review ist ein wichtiger Hinweis zu verdanken auf , Textaufgaben gra-
fisch darstellen® (Ott, 2016). Dort wird Bezug genommen auf eine Studie von
Veloo & Lopez Real (1994). Zu zwet der besprochenen Aufgaben folgen Visu-
alisierungsvorschlage (Abb. 12, 13). Anders als bei dem gesetzten Fokus auf
,»otages in diagram development™ (ebd., S. 673) von ,,Concrete®, ,,.Semi-con-
crete® bis ,,Symbolic* (ebd. S. 670) ist uns dabei wichtig, dass sich anhand der
graphischen Darstellungen der (arithmetischen) Bedeutungszusammenhinge
tatsachlich Probleml6sungen offenbaren kénnen.

Im Problem 3 sind die Anzahlen von zwei Obstsorten bekannt sowie der Anteil
der unter thnen insgesamt angefaulten Obststiicke. Des Weiteren ist der Anteil
an angefaulten Obststlicken der einen Sorte bekannt. Ermittelt werden soll die
Anzahl an angefaulten Obststiicken der anderen Obstsorte (Abb. 12). Im Prob-
lem 8 ist eine Klassengrof3e zu ermitteln, wobei der Anteil der Madchen bekannt
ist (3/5) und je eine bestimmte Verinderung der Anzahl der Middchen (Etho-
hung um 6) und der Anzahl der Jungen (Verdopplung) zu gleich vielen Mad-
chen wie Jungen fihren wiirde (Abb. 13).
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Problem 3: A box contains 12 oranges and 9 apples. One-third of all the fruits is bad. If 1/4 of the oranges are
bad, how many of the apples are bad?

Figure 4
fisbad é; 3 apples
or'f"aesa - %} (b, 3 pm%
g '-l' efTan
@@@I = 9apples @@Cb___—,_ [4 194
|G ; 37 .
Y3 s bed d d 36 ? apples

Concrete Semi-concrete

Symbolic

XXX XX XX

a) In einer Kiste sind 12 Orangen und 9 Apfel.  b) Von den insgesamt 21 Friichten sind 1/3 angefault.

¢) Von den 12 Orangen sind 1/4 angefault. d) Damit entfallen auf die 9 Apfel 4 angefaulte.

Mit den Teilbildern ¢) und b) kann vor dem geistigen Auge die Umsortierung erfolgen,
und der Schluss auf die Notwendigkeit von 4 angefaulten Apfeln wird ersichtlich;
hierzu kann auch eine gedachte Uberlagerung dieser beiden Teilbilder fuhren.

Abbildung 12: Graphische ErschlieBung zur Anzahl einer von zwei Obstsor-
ten mit bestimmten Eigenschaften, gegeben im Problem 3, dies im Vergleich
zur Figure 4 (Venloo & Real Lopez, 1994, S. 670).
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Problem 8: In a certain class 3/5 of the pupils are girls. If the number of boys is doubled and 6 more girls join the class, there
Figure 6 would be an equal number of bays and girls. How many pupils were in the class at the start?

7§ %2 7%%‘5;

O & ¥ owooe: "

II1D- 018 -

(0t )
M, M
-0

B wose
O e

fqwls)

s+ (I
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« [+

(Gurhy

CLASS

€« S Y5 beus

‘/@ S\t\S
{

4+ 6 g|l'\§

doulled

ﬁ:ﬁﬁi@\} A%

Concrete

equok numety of oyt
and girly

Semi-concrete Symbolic .

a) Eine Klasse besteht zu 3/5 aus Madchen und zu 2/5 aus
Jungen, dargestellt als roter bzw. blauer Flachenanteil.

Die formal-symbolischen Beschriftungen sind nicht notwendig,
da die Zahlzusammenhange graphisch umgesetzt sind.

b) Betrachtet wird die Verdopplung der Anzahl der Jungen

Ty sowie die Erhdhung der Anzahl der Madchen um 6.

c) Die sich ergebenden beiden Anzahlen stimmen Uberein.
Damit entspricht die Anzahl von 6 Madchen der Anzahl von
1/5 der Jungen und die Gesamtklassengrdfe ergibt sich mit
a)zu 5+6=30.

d) In der Probe zeigt sich vor dem geistigen Auge, dass die
Erhéhung der Anzahl der Madchen um 6 der Verdopplung der
Anzahl der Jungen entspricht. Aus dreimal 8 werden viermal
6 und damit das Doppelte von zweimal 6.

Bei Bedarf kann dies auch noch real-zeichnerisch ausgefuhrt
werden.

Abbildung 13: Graphische Ermittlung der Anzahl einer Klassengrof3e anhand
von bestimmten Vorgaben, gegeben im Problem 8, dies im Vergleich zur Fi-
gure 6 (Venloo & Real Lopez, 1994, S. 671).

Der Vergleich der beiden Visualisierungsvorschlige mit den jeweiligen
Schiilereigenproduktionen zeigt wichtige Nachholbedarfe, nimlich der
Wertschiatzung und Unterrichtung des Einsatzes und des Umgangs mit
graphischen Darstellungen: Graphische Darstellungen sind nutzbar als
Ausdrucksformen zur Erbellung und Kldrung von Sachverhalten.
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