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Touchbasierte Lernumgebung fiir Homotopien

In diesem Beitrag stelle ich kurz und informell eine Lernumgebung namens
Ariadne in Form eines Tablet-PC-Programms vor. Es ist schwierig, solch ein
dynamisches Programm in dieses statische Format zu fassen, der geneigte
Leser ist daher eingeladen sich die Videos Uber Ariadne auf meiner
Homepage anzuschauen oder es auf einem Gerat mit Touchfunktion selber
auszuprobieren (www.mathedidaktik.uni-koeln.de/11924.html).

Die Forschungsfrage meiner Dissertation lautet, ob man mit dieser Lernum-
gebung in der Lage ist, das Konzept von Homotopien zu verstehen. Meine
Zielgruppe ist die Primarstufe, um ein mdglichst unvoreingenommenen
Blick auf Mathematik zu ermoglichen.

Zuné&chst ist im Programm nur ein graues Feld mit schwarzen Bereichen zu
sehen. Durch Beriihrung des Bildschirms kann man nun Punkte auf dem Feld
setzen, aber nicht auf den schwarzen Bereichen. Die schwarzen Bereiche
spielen mathematisch die Rolle von ,,Aussparungen® bzw. ,,Hindernisse* der
Ebene. Durch ziehen der Punkte mit dem Finger entstehen Wege zwischen
Punkten, wobei auch diese nicht die Hindernisse queren konnen. Dabei ha-
ben durch Wege verbundene Punkte dieselbe Farbe, um diese Beziehung der
Verbundenheit zu verdeutlichen.

Screenshot 1: Punkte, Wege und Hindernisse



Zwei aneinander anknupfbare Wege, das heif3t bei denen der Endpunkt des
einen Weges Startpunkt des anderen ist, kénnen durch gleichzeitige Berlh-
rung von je einem Finger verbunden werden.

Nun gibt es auch ,,Wege zwischen Wegen*, sogenannte Homotopien. Diese
werden durch das Ziehen eines Weges mit einem Finger realisiert. Sobald
man einen Weg vollstandig auf einen anderen Weg gezogen habe, bekom-
men auch diese Wege dieselbe Farbe. Diese Wege heiflen ,,homotop* zuei-
nander. Auch hier stellen die schwarzen Bausteine wieder Hindernisse dar.
Ein Sonderfall stellt hier das Ziehen eines Weges mit dem gleichen Start-
und Endpunkt auf ebendiesen dar, solch einen Weg nennt man ,,nullhomo-
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top™.

Screenshot 2: Eine Homotopie zwischen zwei Wegen

Eine weitere Funktion von Ariadne ist die Anzeige der sog. ,,Windungs-
zahl“ eines Weges um ein Hindernis. Nicht dargestellt, aber ebenfalls im
Programm implementiert sind dreidimensionale Objekte wie der Torus oder
die Sphére, auf denen wie auf dem Feld in den Screenshots Punkte gesetzt
und Wege gezogen werden kénnen.

Diese Lernumgebung beruht auf Mathematik aus dem Teilgebiet der algeb-
raischen Topologie. Fir Informationen tber diese verweise ich auf Lehrbi-
cher wie Hatcher, 2003 oder Bredon, 2013.

Nur mithilfe dieser einfachen Funktionen konnen sowohl einfache als auch
sehr komplexe Aufgaben aufgeworfen und bearbeitet werden. Das VVokabu-



lar gilt es natirlich dem Entwicklungsstand des Kindes anzupassen, mog-
licherweise auch von ihm selber wéhlen zu lassen. Verschiedene Fragen, in
verschiedener Schwierigkeit, sind beispielsweise:

1. Welche Punkte kann man verbinden?

2. Wie viele verschiedene Farben der Punkte gibt es minimal in diesem
Bild?

3. Kann man diesen Weg zu diesem anderen umformen?

4. Sind diese Wege nullhomotop? Sind sie zueinander homotop? Was ist
ihre Windungszahl?

5. Wie viele verschiedene, das heil3t nicht homotope, Wege gibt es hier?

6. Kann man Hindernisse setzen, so dass dieser Weg nicht nullhomotop
ist?

7. Kann man einen Weg mit Windungszahl 3 malen?
8. Wie viele verschiedene Wege gibt es hier?
9. ...

Dies sind alles genuine mathematische Fragen aus der algebraischen Topo-
logie. Manche dieser Fragen sind auch fiir Grundschulkinder schnell zu be-
antworten, andere brauchen viel Arbeit in Form von Beispielen und Gegen-
beispielen. Dabei kann auch die zugrundeliegende mathematische Struktur
genutzt werden. Beispielsweise gibt es einen Weg von Punkt A zu Punkt C,
falls es einen Weg von A nach B und von B nach C gibt. Dem ist so, da
,.homotop zu* eine Aquivalenzrelation ist. Dies kann genutzt werden, ohne
den Begriff der Aquivalenzrelation explizit einzufithren, und somit das Den-
ken in mathematischen Strukturen fordern.

Das Thema Homotopien und Wege bietet sich fiir Computerumgebungen an,
da es keine physikalischen Materialien mit den gewiinschten Eigenschaften
eines Weges gibt. Ein solches Material musste beliebig verformbar und
dehnbar sein. Kandidaten wie Lehm (Nobel Committee for Physics, 2016)
oder Gummibénder (Szpiro, 2008) erfiillen dies zwar teilweise, haben aber
natlrliche Grenzen. Mithilfe des Computers kdnnen diese Grenzen zulasten
der dann fehlenden Haptik Giberwunden werden.

Ein weiteres durch Ariadne angesprochenes Thema ist das Machen von Ma-
thematik im Gegensatz zum Wissen dartiber (Papert, 1972). Das bedeutet in
diesem Fall die Konstruktion von Objekten durch den Benutzer, um Fragen
aufzuwerfen oder zu beantworten. Aufgestellte Hypothesen tber diese Ob-
jekte konnen durch Ausprobieren bestétigt oder widerlegt werden, ohne eine
externe Autoritat, wie beispielsweise einen Lehrer, zurate ziehen zu mussen.



Screenshot 3: Die "Pochhammer-Weg", ein nicht nullhomotoper Weg mit Windungszahl
0 um beide Hindernisse (Siehe z.B. Wang, 1989, S. 105)

Nicht zuletzt ist es ein interessanter Aspekt, ein zentrales Thema der moder-
nen Mathematik elementar vermitteln zu kénnen.

Die Lernumgebung wurde bisher nur mit Erwachsenen Nicht-Mathemati-
kern getestet, der ndchste Schritt ist die Analyse vermdge qualitativer Unter-
suchungen mit Grundschulkindern.
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